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CONTINUATION 

DES 

RECHERCHES 


SUR 

LA -PROPAGATION DU SON. 

par M. EULER. 


r. 

D ans les deux Mémoires précédens fur cette matière j'ai fuffifàm- 
ment fait fèntir, combien il fèroir impornnt (i l’on pouvoir dé- 
terminer par la Théorie la propagation du fon en confidérant l’air 
étendu en tout fcnsj ôt qu’on pût réuffir dans eette'hypothefe aufii 
bien , que dans celle où l’on ne fuppofoit à l’air qu’une feule dimenfion 
félon une ligne droite. Après avoir expliqué la propagation du fon 
dans eette hvpothefe d’une feule dimenfion, dans mon premier Mé- 
moire fur cette matière, j’ai tâehé de trai r er ee même fu;et dans le 
fupplément, en fùppofant d’abord à l’air deux dimenfions fuivant un 
plan, & enfuite en introduifant dans le ealcul toutes les trois dimen- 
fions. J’ai aufïï réuilî à trouver des formules analytiques, qui con- 
tiennent tous les mouvemens poffibles, donr l’air ell fufceptible ; mais 
l’applieation à la queftion propoféc me parut trop difficile, pour que 
j’en euffe ofe efperer un heureux fuccès. 

2. Quand je eonfidérai feulement deux dimenfions, j’avois 
bien appliqué les formules trouvées au cas où la première agitation 
fe fait quafi dans un point, d’où les ébranlemcns fe répandent enfuite 
par des eereles concentriques partout également, puisque e’ell en 
particulier le eas de la propagation du fon. Mais la formule que j’y ai 
Mim. i!( TAçad. Tom. XV. I i trou- 
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trouvée, eft afiujcttie à des difficultés fi grandes, que je n’ai vu aucun 
moyen pour les furmonrerj & ayanr fait la même applîcarlon dans 
rhypochefe de trois dimenfions, je pouvois d’autant moins efpérer 
qu’il me feroit pofiible de développer la formule qui détermine les 
ébranlemcns répandus. en tout feps d'un point fixe, per des furfaces 
fphérîques concentriques. .* ‘ 

3. Cependant c’effi prccifi-mcnt ici , comme je l’ai remarqué de- 
puis^ que les difficultés ne fonr pas invinctblesj & c’eft là qu’a .lieu 
un cas fcmblablc à ceux- que le Comte Riccati a propofés autrefois, 
où une certaine équation devient- intégrable, pendanr qn’en général 
elle ne l’elt pas. Cette découverte cil d’auranr plus importante, 
qu’elle me mît bientôt en état de déterminer parfaitement la propaga- 
tion du fon, dans l’hyporhefe que l’air cft répandu en tout fois; ce 
qui ma paru jufques là presque impoffiblc. 11 n’y a aufii aucun doute, 
qu’ayant furmonré ce grand obftncle, on ne parvienne enfin à une 
méthode de refoudre directement les formules, que j’avoîs trouvées 
pour la communication des ébranlement dans l’air, & peut être nlême 
des formules plus compliquées du même genre, d’où la parue la plus 
fublimc des Mathématiques retireroît les plus grands avantages. 

4. Soir A le centre de l’agitation primitive, qui répande 
fucceffiv emenr par des couches concentriques en tout fens: foie 
AP — AV “ V, le rayon d’une fuiface fphcrîque quelcon- 
que PV, dans l’état d’équilibre, laquelle, après le tems ~ prenne 
la fituarion pv, dont le rayon foit Ap ~ Av ~ V — j— r/, ou 
rinrervaiie P p ” V v ~ w, que je fuppofè extrêmement périr: & 
jl s’agit de déterminer cet înrervalle u , par le rayon nnru- 
rel AV “ V, ôc le tems écoulé t depuis l’agitation. Cela pofé, j’ai 



u — V s y cette équation: 

1 / 4 / ds\ 

sJÂ \7Fj “ v \7v) \7v“v’ 


ou 
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ou bien en remettant pour s fa valeur le paragraphe fuivant a 
fourni cette équation: 

Igïi \dt* ) ~~ VV^V W " + " VVV’ 

où h efl la hauteur d’une colonne d’air, dont le poids eft en équilibre 
avec l’élafticité de l’air: g marque la hauteur, d’où les corps tombent 
dans une féconde, exprimant le tems t en fécondés. 


y. Si l’on ne fuppofbit à Pair que deux dimenfions félon un 
plan, 5c que les ébranlemens fè répandiflènt par des cercles concentri- 
ques, en confervant les mêmes dénominations, on auroit à réfoudre 
cette équation 

r A _3 /Vr\ . 

s g/i ~~ v \jvJ \ vvv* 

qui me paroit irréfoluble , du moins par la même méthode qui réuflit 
dans l’équation précédente. Pour faire mieux fèntir cette différence, 
confinerons ces équations fous une forme plus générale : 

i / dds\ n f ds\ f .Wt\ 

âJÂ wJ “ V Vvj + 

5c voyons comment il faudroit sV prendre. pour trouver la fonction 
des deux variables V & r, à laquelle eft égale la variable s. Je me 
fervirai d’une méthode, qui femble pouvoir être employée avec fuc- 
cès dans routes fortes de femblables équations, où le tems entre en 
confidératton : 5c qui confiftc à éliminer tout à fait le tems. 

* / 

Ii 3 


6. Pour 
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6 . Pour cet effet, je pofe s ~ P fin (at — j— %) J où P 
foit une fonélion de la feule variable V, & puisqu’on aura 

=aPcof(a«4~?l); — — aaP fin (ar -(-$() 

(^) ” % fin (**-+- 80 i (7^1) = 7^ ^ (at H- 2Q, 

noire équation deviendra diviftble par fin ( [at — ?(), Ôt fera: 

aaP ndP ddV 

2 gh vTv 7v Tî 

qui ne contient que deux variables V & P, où le différentiel d\ T 
efl pris confiant. Il s’agit donc de réfoudre cette équation différen- 


aa 


tio - différentielle, qui, pofant ~ mm , prendra cette forme 


BwPi/V* 


ndVd P 


-f- dd P “ 0, 


qui a cette propriété, que la variable P n’a partout qu’une feule 
dimenfion, 

7, Donc, pofant P “ e 7 ou — zz cette 

équation fera réduite à une différentielle du premier degré; 

12 p d V 

mwd\ — — — -p- dp ppdV — o, 

laquelle, pofant w” p ZZ q, ou p ZZ --■> fè transforme en celle - ci. 
âq qqdV 

— -+- — p- r/it/idv ZZ o , ou 

V' V 1 ” 

iq H— — f- mmV n dV ZZ o, 

y Y" 


Pofons 
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Pofbns de plus V 


ii — j 


— , pour avoir — ~ r ? & 


— i 


— d r, & puisque V ~ r M ~>, donc 


V" 

— i rt 


V ÎH rz nous aurons - j — (/» — i) V'Vv ~ r H ~ l ^r } 

& partant notre équation prendra cette forme ; 


àq — 




mm 


— tu 


w ~ 1 


qui eft la même, qu’autrefois avoit propofee le Comte Riccati. 

8. De là il eft clair, fi l’on prend n ~ 3 , pour le cas de 
deux dimenfions de l’air, qu’on aura: 


, ( mm _ % , 

dq i qqâr — r ’dr “ O, 


ce qui eft un des cas irréductibles de l’équation de Riccati; & cette rai* 
ion m’a fait defefpérer, qu’on pourroit jamais déterminer la propaga- 
lion du fon, à moins qu’on ne fuppo/è à l’air qu’une feule dimenfion 
félon une ligne droite. Mais, pofant « — 4 , cette équation deve- 

nant dq • — \mmr 1 dr — o, eft un des cas ré- 

ductibles de l’équation de Riccati, ce qui change tout à fait la nature 
de l’équation que nous avons à réfoudre, & nous laîffe efperer, que le 
cas de trois dimenfions, que nous donnons à l’étendue de l’air, pour- 
roit admettre la folution, quoique celui de deux dimenfions n’en fût 
pas fufceptible. 

Pour trouver dans ce cas réductible l’équation intégrale, il 
eft bon de fe tenir à l’équation différentio- différentielle 

ndWd P 

vimïdV* -H n JLÏZL -4- ddT? =z o, 

Ii 3 qu’il 


dP du 

qu'il faut transformer en fuppofànt “ QdV -f- —, où Q 

eft une certaine fonéïion de V, qu'il faut déterminer en forte que l’in- 
tégrale ou la valeur de p puifle commodément être dévetopée par 
une ferie. Ayant donc, à caufè de dX contient: en différentiant 

d Jl _ à ïl — àoàx -+- 4 - d Jl 

P P 1 ~ ^ ^ p ^ JtF»' 

^ , 2 Q àVdp , dp* . 

Or — QQ^V 1 -1 ~\ , donc 

P F FF 




e ■ p 

d’où nous tirons cette équation: 

«QrfV* 
“V 


m m à V 2 


-f- dQJV 4 - 

F 


fidVdp t rf dp 


H-Q pyv*- 4 - 


V/7 
* QdV dp 
P 


P* 


Où il faut faire en forte, que la variable V ait ou' nulle ou une feule 
dimcnfion partout. 

jo. Pofôns donc p;V i —J— —, de forte que 

KdV 

dQj^Z — pour avoir: 


VV 

, dV 2 \?u/V* 

2 M»y-i.- v - + — . — 

, </V* , M«/V* t iKdXcfp 

+ WffV-I .-y- + — v “ + ÿp ~ 


tldvdp . i/Vflfc defp 

f— — -f a*sy— I. ~ + — ~o, 

1 \> P 'F 
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Soit de plus — »-+- r 3 pour obtenir certc pins fimplc forme: 

Çn—2 ) trJV 2 , , («-2 )dVdp * 2 vidVdpY — 1 , 

— i i y — 1 77 — o 3 

v v p p p 

ou bien, en la multipliant par V p celle* ci: 

Vddp -f 2wV,t VdpV— 1— (n— z)dVdp~ (v— z)mpdV i y — ïZTo, 

dont on cherche la valeur de par une (crie. 

1 1. Suppofons p zz A + BV -f CV 2 + DV 3 + EV* + &c. 

& la fubfticution donnera: 

-J-1.2CV -f-2.3DV 2 -f 3. 4E V 3 + 4-5 FV* & c - 
4* — ' r ~~ ™ -f 27/;BV'ï/*i'f4ï«CV î y’-i tffff/DV 3 V* 1 f 8wEV 4 j/-i 

- C »-2)^ = _(,;- 2 )B-2(«-2) CV -3(7J-2)DV 2 -4(;^2)EV3- S (»-2)FV 4 
rf V 

— i=-(«- 2 )wAv'-i-(k- 2 )wjBV 1— (h-i)wiCV s v*— 1 — (m-j)wDV 3 V— 1— (h-j)w»FV 4 V - 1 


Vddp 
~dV r ■“ 

2 ntVdpÿ— 1 __ 
dV ~ 


lions fuivantes: 

* 

B + wBy — 1 — 0 

B — - 

2 (7/ — 3) C -f* (?i — 4) 77/ B y 1 0 

c— - 

3 — 4)D + (7; — 6) wCy— 1 =0 

D=- 

4 (s — 5)E+ (a — 8) fflDV-iro 

E — - 

5 (h— G)F + (»-io)«E]/-i=o 



. (11 — 4) p/B V— 1 

3) 

— 6) mCV — 1 
3 ( w — 4) 

— 8)wDy- 1 
4(«— î) 


&c. 


d’ 


ou 
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d’où l’on voit que cette férié devient finie aux cas: 

« — 4; » — 6 ; » ~ 8j n “ IO ; &c, 

12. ï)onc, pour notre cap, où tt zz 4, nous aurons 
B “ W A K i) C ~ o, D ~ o, &c. & partant 

r “ A — «AV V — i ; donc O — mY — i & 

* ^ Y" ^ 

fQJY “ wV y — i — 3 / V. Or, ayant pofe ^ ~Q^V -f — » 

nous aurons en intégrant /P “ mY Y — i — j/V -\~ fp t 

n Af mVv/ “ l (r — mVY — i) ^ . , 

ou P — y3 . Or, puisqu on peut 

prendre V — i, aufit bien négatif, nous aurons suffi 

P = 


Bf i^j w y -j/ — 


V 3 

& parce que dans notre équation 

««PifV 2 -f- H- y</P — o, 

P n’a partout qu’une feule dtmcnlïon: ces deux valeurs combinées: 

u J Çi — mY Y — i) Br 1 (i mYY - — O 

p — — + y T ) 

en donnent l’intégrale complette. 


13. Il ne s’agit maintenant que de prendre les confiantes A 
& B en forte que les imaginaires fe détruîfenr. Pour cet effet fl 
faut remarquer que 

^mW-t = cofraV y — 1. fin «V, & 

^mVV - 1 — cof « V — y — 1. fin «V, 

& 
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5c partant nous aurons: 

PV*r:A( ihbVV'- i )<coOnW\V-i'XmY)ft(ibnVV - 1 Xçofi«V— V— i .fwV) 
ou 

PV 3 — (A | B)cof/»Vi (A— B)K— i SmV—mV (A— B)]/— r .cofwVf mV(À|B)fwV. 

Soit donc A -J- B zZ C , & (A — B) Y — ' i — D, ’ 

pour avoir cette expreiïion réelle : . 

PV 3 ~ C cofiwV —J— Dfin ffïV— ffïDVçôfmV -f- j»CVfin»V: 

foit de plus C “ E fin£, & D — E cof£, pour rendre cette 
équation plus fimple 

PV 3 ” E fin («V— f— — “ wEV cof(wiV — f— <f), ou bien 

p Efin(/aV -f- £) WïEcoffwV —f— 

• — ÿl | yâ r "' 


14 . Nous avons pofé — 7 ~ tnt», d’où il s^enfuit 

2gh 

a ” mY 2 g ft', & de là à caufë de s ~ P fin (at -f- 9t) , nous 
aurons 

__Efi nfwV -j- £)fin(mtY -gh -f 30 wEc of(iw V -f~ <?)fî n(mtY -gh + 90 

- ÿj “ - y 2 " > 

où les quantités E, m, 91, font abfolument arbitraires, de forte 
qu’on peut donner une infinité de formules femblables, dont non feu- 
lemenr chacune féparément, mais aufiî toutes enfrmblc fatisfont éga- 
lement à notre équation : • ■ ~ } 

1 4 f 1 f àds '\ 

ÏJk \ât*J V \JvJ _h ' VdV 2 )' 

& pour la premier? équation: - j 

r fâdtc\ 2 « a S âu\ f dâu\ 

ÏJh \dï *) ~~ vv + v \JvJ vTVV* ' 

; Mm. ât T Acad. Tom. XV. Kk 
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nous aurons 

_Efin(wV ±g)fà(mtV*gk±%\ mEcof(« V -f <f)fin (mtYîgh -f 20 

*“ VV 7 "v » 

ou à un afTemblage d’autant de fèmblables formules qu’on voudra. 

1 5. Or tout cela n’eft encore d’aucun fècours pour notre 
deflein, qui demande des foncti bris. 1 abfolument arbitraires, qui puif- 
fent meme être dtfeon doues. Mais la confidéracion de ces formes 
m’a fourni l’idée, que notre équation pourroir être refolue par une 
telle cxpreflïon. 

« = ®cv+ tyigh) -4- ® ®'(v _|- ty lg hy 


où 0 marque une fonction quelconque, & la fonction 0' en dé- 
pend, en forte que d. $1 “ dz 0 / a; de la même maniéré je pofe- 
rai à. 0'c rr à z $ f/ z; à. 0 7 ss “ d%Q > ,,f s &c. Or de cette 
pofition nous tirons: 

(fi)=-l- -yT 2^5®«(v+o/a^;- 


V ! 

( J JL\ — _ îA ® 
\dvj “ V 3 


/ dâu\ 6 A _ 

w; = y? 


h- é <*■ 

4A 


B 


0 ".. 


B 




2 B 

-1 0 '.. 

V . 3 


aB 


0 


u 


16. Subftituons ces valeurs dans notre équation: 



© — 


de nous aurons: 


6A 

ÿï®" 

-4- 

■+■ V 5 ®"- 

+V*'"- 

1-0.. 

Y* 

-h 

yj * y2 w 


2 A _ 

v?®- 

— 

l5 & A. 

Y 3 Y aW,p 

— - o w . , 

Y ' 


. _ . . . v 2 A 2 B „ 

qui te rcduit a ÿ-y 9 . . ZZ o, oc partant B „ — A, 

de forte que notre intégrale fôit 

« = A. ®(V -+- tVzgh) — à <S'(V -+- tVzgh), 

qui eft infiniment plus générale que celle que nous avions trouvée 
ci-deflus exprimée par des finus & cofinus. 


17. On pourra aufli prendre le ligne radical Vigh néga- 
tif, & on aura: 

« = A ®(V — tVigK) — é ®/(v — tYig/o 

&, cette formule jointe à la précédente donnera l’intégrale complette 
de notre formule. Mais, puisque par l’hypothefè les agitations fè ré- 
pandent en tout fens également, cette derniere formule fuffira feule, 
puisqu’on ne fauroit prendre V négatif! De là quelque fonction 
qu’on prenne pour <X>, on en connoitra pour chaque tems propofé t 
la quantité u dont une couche fphérique quelconque, dont le rayon 
AV ~ V, fera répandue. On en connoitra auffi la vitelfe que cette 
couche aura pour s’éloigner davantage du centre A: cette vitelfe fera: 

(f)=— w -v(y—tVigh+ ^V(v— tyzgh'), 

Kk s Or, 


2$2 


A A 

Or, pour l’état initial, où t “o, on ûura « “ V — O'V, 
6c pour la vitefle 

( J A= — ~- s - ®'v 4- éÏM-Vv. 

l 8. Puisqu’il faut fuppofêr qu’au commencement toute l’agi- 
tation foit renfermée dans un petit cfpûce autour -du centre A,. la na- 
ture de la fonélion O doit être telle, que ces trois expreflions 
foient toujours évanouiflantes, dès que s furpafle 
Fig. i, une petite quantité donnée. Pour cet effet, qu’on décrive fur Taxe AE 
une courbe quelconque A *pa, qu’on dclîine encore trois foisalrerna- 
tivement au dcflus & au dcflous de l’axe, pour avoir la courbe A pa 
cùïjy dont l’appliquée t/jtt, qui répond à une abffcifle quelconque 
Av ~ s foit “ Enfuire, qu’on décrive une autre courbe 

AÿfB quadratricc de celle là, de forte que vq — *— ^JLE y & 
l’on aura vq “ — G>'s, puisque <b'z “/t/a <&"z. Enfuire, qu’on de- 

1 C 

crive la rroifîeme courbe ArB quadrarricc de celle-ci: dont l’appli- 

. , . . nr. Avq I _ , - 

quée foit vr ~ - , ou vr ~ — <P. s, de lorte que par ces 

trois courbes on aura: 

$5 “ cc. vr\ “ c ' v $'> & “ vp. 

jÿ Donc, pnur l’état initial, prenant l’abfcifle Av égale au 
rayon de la couche fphérique, dont on cherche le déplacement, ou 

6c 


A cc 


ArrzV, on aura le déplacement: a: -ÿÿ' v 
la vitefle 

Afl/ï^/i ^ , AT / igh 


A c 

V 




<£)= 


vp, 


d’où 
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d’où l’on cônnoir l’agitation initiale , & Ton comprend que , celle - ci 
étant donnée, on en tirera réciproquement la eonflruétion de la cour- 
be arbitraire A pa. Cependant il importe fort peu de favoir Ja natu- 
re de cette agitation, puisque notre but tend principalement à déter- 
miner la propagation. Au refte on pourrait suffi décrire de fembla- 
bles courbes tirées des fonctions de V — f- tY2gfi i qu’on peut 
combiner avec celles-ci. Mais on verra bientôt que la viteffe de la 
propagation n’en elt pas altérée, & qu'elle demeure la meme, quel- 
que courbe qu’on prenne pour Apa. Par eette raifon je m’arrête- 
rai au cas que je viens d’indiquer. 

20. Je dois aufii remarquer que, quoique les membres de nos 
formules foienr divifes par V & VV, ils ne deviennent pas pourtant 
infinis au cas V — o; pourvu que la première courbe A pa fafle un 
angle aigu avec l’axe. Car, pofanr Av — V, vp — vq iz 7, 
& vr — y , foit pour le commencement p " «Vj où n eit un 

vVV «V 3 

nombre fini quelconque, & on aura q ZZ — — , & t ~ — — : 

* c 0 c ç 

de la fi l’abfcifTe V eft extrêmement petite, on aura: 

u ~ 1 -nAV — i «AV ZZ — £7; AV, 

& — \11AY -gh «A Y 2gh ZZ — \— \ nAY zg^j 

de forte que le déplacement du centre A foit même infiniment petit, 
& fi l’on veut que fa viteffe évanouiflè auffi, on n’a qu’à prendre 
» ZZ o, ou faire en forte que la courbe Apa touche l’axe en A. 


21. Prenant maintenant un point quelconque V hors de l'a- 
gitation initiale, & l’on voit qu’au commencement où t zi o, tant 

le déplacement u que la viteffe © fera zéro. Car, fi V > A B, 

toutes ecs fondions O. V; V, ôt V évanouiflenr, puisque 
toutes les trois courbes font cenfees fè réunir avec l’axe au delà 

Kk 3 de 
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de B. Mais, après le premier inftant, des que la quantité 
V — tYigh, commence à devenir plus petite que AB, la cou- 
che qui pafTe parV fera ébranlée. Qu’on prenne alors YvzztV2gh t 
& on aura pour le déplacement de cette couche 


u ” 


A cc 

vv* 


vr 



& pour la viteflfe 


///A A cV iph 

\Jj) — V'V _ 


vq + 


A V 2 gh 
V~ 




d’où Von voit que, plus le point V ert éloigné du centre A, plus fe- 
ront suffi petits tant fon déplacement que fa viteflè, 6c cela en raifun 
des difiances à peu près, fi la diitance V efi fort grande. 

22. On fè fera imaginé que les agitations répandues dans 
l’air devroient diminuer en raifon des quarrés des difiances, & on fera 
furpris de voir que les petits efpaces par lesquels le$ couches s’a- 
vancent, diminuent feulement en raifon des difiances, lorsque les 
difiances font fort grandes. Mais il faut obfcrver , que l’agitation de 
chaque couche ne dépend pas uniquement de fbn déplacement u, 
mais auffide favitefife, pendant qu’elle efi ébranlée; & celle-ci étant aufïi 
réciproquement proportionelle à la difhnce au centre, d’où l’agitation 
emiere doit être cenfée bien plus petite. Au refie, fi la force du fon, 
entant qu’il efi apperçu, dépend ou du fcul déplacement des particules 
d’air, ou feulement de leur viteflè, on pourra dire que la force d’un 
fon diminue en raifon des difiances; mais, fi elle dépend de tous les 
deux conjointement, elle fuivra la raifon réciproque quarrée des 
difiances. 


23. Pofons la difhnce AP» — /i, qui efi le rayon de la 
fphere qui aura été primitivement agitée, & cette agitation fera 
tranfmifè jufqu’en V, la di fiance AV étant ^3 V, après le tems f, 
en forte que V — tVzgh “ AB “ d’où l'on tire 

t — ou bien dans une fécondé l’agitation fera tranfmifè 

par 
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par un efpace V ” « -+- V *gh> qui eft de la quantiré a plus 
grand, que celui que nous avions trouvé dans l’hyporhefe d’une feule 
dimeniion, quoique cette même augmentation y ait également lieu. 

Mais cela ne fuffit en aucune maniéré pour obtenir, la virefle qu’on 
connoit par les expériences , & partant il n’y a plus de doute , que la 
force de l’agitation produife cette accélération , pendant que les fons 
extrêmement foibles feroient d’accord avec notre formule, qui, com- 
me j’ai d’abord remarqué, n’a lieu que lorsque les agitations font quafi 
infiniment petites 

24. Or l’intégrale complette de notre équation érant 

w— ~ <J> ( V+ tVzgfy—ÿ® '( V +tV 2 +^ï*(V— igh) 

on en peut faire varier à l’infini l’agitation primitive , non feulement 
par rapport au déplacement de chaque couche fpherique, mais aufïï 
par rapport à la vitefle qui leur fera imprimée, puisqu’on <1 en général 
pour la vitefle: 

© = *'(V+ ') - 

— ^v~*' (V '~ ,ys ^ 4 ' 2^'nv— tvigh) 

d’où l’on a pour l’état initial, en pofant / “ o: 

« = yr<*V — ^®'-V + ^*.V — & 

( M _ KVjgh W*gh n y 

où les caraéleres C> ôc Ÿ marquent des fondions quelconques, tant 
continues que difeonrinues, ce qui nous met en état de donner une 
foluiion générale de notre problème, en fuppofonr l’agitation primiti- 
ve quelconque. 

£5. 
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25 . On peut bien fuppofcr lî “ A, puisque la variété des 
fondions $ & Ÿ renferme déjà cette différence: & pour qu’on 
puiffe faire l'application à une agitation primitive quelconque, pofons : . 

4&.V H- *-V = 2. V, & ®.V — ¥.V rz ©.V, 

de forte que 

0.V — 42. V -h 4 ©. V, & ¥.V |2.V — 4©.V, 

& nous aurons pour l’état initial, 

« — 2.V — y. 2/.V, & 


A/A _ AVa^ 0/ y 

— VV * u * v 
Maintenant, pofons pour ce meme état: 

/du 


AP, 


& 


\dt 


) = 


e".v. 


AQj/a^//, 


de forte que P & Q^foient des fondions données de V conformé- 
ment à l’agitation primitive; & il s’agit de trouver les fondions 
2 & © de ces égalités. 

2.V— V. 2 '.V“V=P, & 0'.V — V.0".V — V 2 Q. 


* 6 . Pofons pour cet effet 2.V “ p> 
pour avoir 

v<tr „ v 20 *, „ Y_ d _î _ 

dV 


_ v r — V 2 P & n 

p 7 V " ] * 


& &.V “ q, 
— V 1 Q, ou bien 




VV 


d’où l’on tire: — ~ ™ /P^V, & — « — ./Q^V. 


V 


Donc 
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Donc connoitfant les fondions P & par l’agitation primitive, 
nous en formerons nos fondions en forte. 

2 . V — — V/PrfV; ©'.V zz — V/QrfV, donc 
0 . V — — /VâVfQdV, &enfuite: 

2'.V — — fVdV — VP, & ©". V “ — /QdV — VQ, 

d’où l’on tracera aifement des courbes, dont les appliquées re- 
pré fentent toutes les fon Étions dont nous avons ,befoin dans 
cette recherche. 

27 . Après avoir dérerminé la nature de ces fonctions par l’a- 
gitation imprimée au commencement, on en déterminera pour un 
tems quelconque t l’élargiflemenr « de toutes les couches fphéri- 
ques, donc le rayon elt fuppofé ~ V. On aura pour v l’expref 
fion fuivante. 

-4- ^ÿZ(v — tV2gt— — 

U — < A 

j— Jÿ ^(V -4 ty z gh) — ^ 0'(V+ tVtgh) 

— A 2'(V — tVlgQ-h A ©' (V — tVigh) 

d’où l’on voit comme auparavant que, pendant une fécondé, le fon ne 
fauroir être ttanlmis, que par un efpacc ~ V~ gh: mais pourtant 
avec cette reftriÉHon, que le fon foit exrrcmement foible: pour les 
fons plus forts on n’en fauroic rien conclure. 

28 . Cette propagation par des couches concentriques nous 
fournir une infinité de folurions particulières des formules générales, 
Afl». ât tAcad. Tom.XV. L1 que 


que j’avois trouvées pour des agitations quelconques, dans l’air, 
voyez le §. 4^. du Mémoire précédent. 

_1_ ( j ±l) — ( à ±L\ _j_ (JÈL) _L. 1 

2 gh \dt* J — VXV \dXdY J ^ V X ^V 

1 f J Jy\ _ ^ + (^y\ . f > 

2 g h \n*J — \dXdYj ^ V Y V \dYdZj 

I /ddz\ / ddx \ / ddy \ /ddz\ 

TJh \7ïï) — \dXdz) \W<r&) \7z *)' 

Car, pour avoir une folurion particulière quelconque, fuppofons le 
centre précédent des agitations dans un point déterminé par les coor- 
données /7, b y c, & nous aurons 

V — ((X — «y -t- (Y — -h (Z — 0U> 

& enfuite 



a^. Prenanr donc pour n y b y c y trois confiantes quelcon- 
ques , foit pour abréger 

V((x — «y -t- (Y — ly + (z — o s ) — v, 

& que les caraéleres $ & marquenr des fondions quelconques 
régulières ou irréguÜeres , d’où par la différentiation on aura les 
fondions dérivées <î> & & qu’on prenne 

4\V -t- «Vaf/0 — ^ ®'C V -+- 

■-t- *( v — ^ *'(v — 


Alors 
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Alors on aura pour la réfolurion de nos trois formules les valeurs fui- 
vantes des trois variables x y y, s, cherchées 

X — a Y — b Z — * 

x — — ÿ — . «; y ~ — ÿ — • z — — — — . u t 

&. en changeant les confiantes a y b , c, à volonté, on obtiendra une 
infinité de femblables valeurs pour x t y } s, qui étant jointes enfêm- 
ble, donneront une folunon allez générale de notre problème. 


30. Cette folutîon fert à nous faire comprendre , que s’il y a 
plufieurs centres d’agitations, la propagation de chacune fc fait de la 
même maniéré que li elle fe trouvoit toute feule dans l’air. Donc, fi 
plufieurs Ions font excités en differens endroits de Pair, chacun fè ré- 
pand par des couches fpheriques & concentriques, de la même manié- 
ré que s’il exiftoir tour feul dans l’air, ôc tous les autres n’en trouble- 
ront pas la propagation: &. s’il arrive que les mêmes particules de l’air 
font ébranlées à la fois par plufieurs ions, leur mouvement fera com- 
pole de tous les mouvemens que chaque fon y produiroit fcpare- 
ment: ce qui eft la caufe qùe la propagation de chacun n’eft pas 
troublée par les autres. L’explication de ce phenumene, que nous 
devons uniquement à la Théorie, eit làns doute bien importance. 

31. Avant que de finir cette matière, je propoferai encore 
une autre méthode de traiter les trois équations principales rapportées 
dans le §. 2 g. laquelle confifte dans l’élimination du tems t. Pour 
cet effet , qu’on pofe 

■v~ j pfin(af-t-ë'),* y“ÿfin(aï— f-£); z—rün(at~\-Ç) y 

où p y <7, r, foient des fondions des crois variables X, Y, & Z, fans 
renfermer le rems t. Alors, après avoir fait la fubltiturion, on aura 
les trois équations fuivantes, d’où il faut déterminer les trois incon- 
nues p, q , r. 


«ta 


L 1 2 
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aa 

2gfi 

P “h 1 

fd(fp\ 

WXV- 


; ddq X 
JXdYJ 

-+■ ( 

* dâr n 
AXdz) ~ 

aa 

2g/t 

q -f- | 

/ ddp ' 
WXc/Y, 

) -4- 

r dà i\ 

\dY*J 

+ ( 

w âSr 

JYdlJ — 

aa 

2 g fl 

r -f- | 

f ddp ' 
KdX dZ, 

) 

f ddq - 
Vi/YÆ, 

Ï--+- 

il 

^ SI 

1 ^ 

v-/ 


3 s. Si nous pofons (^) + (&) + (%) = v, 


nous aurons: 


îs k dz \ . 2 A h f Ù.\ • zEIL ( âv \ 

^ aa \/Xy } ^ aa \JyJ } a a v/Z/’ 

d f où il eft évidcnr, que: 

( c hL\ — ÆV — f-Y 

vy ) ~ vx/’ vzy — vxy 5 vzy — Y y/ 

ou que k formule — f- qdY — f- r^Z, eft intégrable, Tinté- 

***•■=- £.=- ï((f3+(*wg)) 


Or de là nous concluons de plus 

aa 


®) + O + (S) = 

(SO - (S) + CS) = •• 

“ r r ilr \ _+. r£±> — 0 

igh ^ \a\'- J ^ \<*YV ^ V.îZV — °> 

de forte que routes les trois quantités p y q, r, font déterminées par 
b meme équation, dont il s’agit de trouver la résolution générale. 


2gà 

aa 

2gà 


Autre 


# 
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Slutre manière de parvenir ti la fvhttion. 

33. L’explication de la propagation du (on, que je viens de 
trouver > peut être déduire immédiatement de nos formules principa- 

l« qri poft-t -f- = P 

0=«<5> ($)=■“&> (?0=KS) 


d’où l’on tire cette équation pour trouver v . 

1 fddv\ f ddv\ fddv\ fdâv\ 

7 h \lï) - \7T'J + VŸV _1_ \7zj)’ 

comme je l’ni fait voir dans mon Mémoire précédent. Or, fi l’on nofe 
(X — a ) 2 -h (Y — by H- (Z — e y — VV, OÙ Von 
peur prendre pour a, b, c y des quantités confiantes quelconques, 
cette équation elt remplie par cette formule: 

t ^ (V + *VzgK)i 

comme on peur le voir en faifànt la fubftitution. 


34. Car, puisque V ne dépend point du tems r, on aura- 



tYigh: enfuitc, à eau fc de 



on a 



—^7- ® (V±<>V') + — ®'C v±ty vo, 


Ll 


6 c 


V* 


& différenriant encore 

=- £ ®C v±tV2gt) ■ — ^-<t'(v±n/2^)t^^<t"(v±ïi i g h) 
+—^p-QC v ± / y*g*)+£v'(v±fi/2fi), 


d’où Ton formera aifement les valeurs des formules ÇjfY^ , & 



& partant la fomme de ces trois formules, à cnufè de 


(X — „y (Y — J}* 4- (Z — O 2 = V% fe réduit à 
A 

— _+ tV 2gh)\ & cette meme valeur efl: au/fi celle de 



d’où l’on voit que la formule 
v — ~ <X> (V ±_fV 2 gh\ 


fàrisfait parfaitement à l’équation rapportée ci-deffus., 


3 j. Pour trouver de là les quantités x y y, s , donnons à la 
valeur trouvée pour v cette forme v — — (p" (V -J- tY 2 g h), 
d’où nous aurons): 


dv\ . A(X — n) 


©=:- 


A(X~/ 7 ) 


v , &'(y+tY sg 6) + ®"'(v+<Vî^), 

/ J dx\ 


ce qui efl aufli la valeur de. — — P ren °ns donc les intégra- 

les, en fuppofant le fcul tems t variable, & puisque 


/Jf<P"'(V -H tVzgli) — 


nous 
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nous obtiendrons: 

où P eft une fonétion quelconque de X, Y, 6c Z, qu’on regarde ici 
comme confiante; & en intégrant encore: 

><f(v+ïy^/o + <t'(v+«yj^)+p/+ÿ. 

où 9 ^ eft au ^i une fon&ion quelconque de X, Y } & Z. 

36. De la meme maniéré on trouvera: 

y—- ^~Vv+«ys^o + ^T^^'cv+fy^+Oi+o, 

*=- ^^«(V+fVaÿQ + f ^£ > - Q'ty+tVigK) + R/+K, 

où Q, R, & CIj 3 t) font auffi des fondions des trois variables 
X, Y, Z, qui dépendent en forte des précédentes P & 9 -S que 



Mais pour notre deflein on peut négliger toutes ces fonctions P,QjRj 
& 9>> Q, 3Î, ou les fuppofèr égales à o. 

37, Donc fi l’on fuppofe dans l’air autant de points fixes Fig. 3, 
f c f } c ,f > &c. qu’on voudra déterminées par les coordonnées 

A a~n t bc — c y An , ~/i , y a , b , 'zzb , y &c. 

& après y avoir tiré d’un point quelconque Z dérerminé par les coor- 
données AX ~ X, XY ~ Y, & YZ “ Z, les droites 
Zfj Zc^, Zf", qu’on nomme ces diftances 

Zc — V, Zc< = V', Zc“ — V", &c. 

& 
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& qu’on pofe pour abréger, 

v + tVzgh) + ®'C v + tVigh) - is(v- tya^}+ s'(v- * = p 


in;v"+ïy 3 f/ï)in;v'Waf/o-^a(v"-/y^/,)+s'(v''-ïy^/o = R 

les dérangemens du point Z feronr exprimés par les équations 
fuivantes: 


_ (X 

— 

fl) P 


VV 


__ CY 

— 

ÿ)P 

1 1 

VV 


_ a 

— 

OP 


VV 


H - 

"-H 

a» !»■ 


(X — 

v / v / 

(Y — J')d 
V'V' 

ÇZ — O QI 
V'V' “T* 


(X — 

V« y// 3 

(Y — *">r 
y// y// j 

(Z — c") R 
y// y// 


38. Ces meme formules expriment l’état initial, quand on 
pofè t ~ o, 6c celui- ci étant donné, on en connoirra la naturelles 
fondions ®, S, 0, O, S. Suppofons ces fonctions telles, que 
pofant t ^ o, les quantités P, Q; R, foient Toujours égales à 
zéro, excepté les feuls cas, où les di fiances V, V'', V' y , font à peu 
près égales â ces quantités D, D', D", 6c alors le point Z fera en 
" repos à moins qu’il n’y ait 

ou V — tV 2gh — D, ou V / — tŸ igh rr D', ou V"— tYi gh “ D", 

d*où l’on voit que les agiotions primitives excirées autour des poinrs 
e, c', c", font féparément rranfmifes ou point Z, 6i chacune de la 
même maniéré que fi les autres n’exifloient poinr. Er partant il eft 
clair que toutes ces agitations. ne Ce troublent pas entr’eiles. 

■TSW*' & 
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